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CLASA A IX A 
 
1.  Trei elevi E1, E2 şi E3 îşi aleg, în aceasta ordine numerele reale x, y şi z, astfel încât să fie 

îndeplinite simultan condiţiile: 
a) x, y şi z, să fie în progresie geometrică, în această ordine; 
b) ,1 ,x y z+ , să fie în progresie aritmetică, în aceasta ordine; 
c) ,1 , 2x y z+ + , să fie în progresie geometrică, în această ordine; 

10. Să se determine numerele reale , ,x y z . 
20. Care sunt aceste progresii şi raţiile lor ? 

 
2. Fie ABC  un triunghi dreptunghic în A , având catetele de lungimi AB c= , AC b=  şi 

ipotenuza ,BC a b c= > . Dacă ( ), ,M P N BC∈ sunt picioarele înălţimii, bisectoarei respectiv 

medianei din vârful A , demonstraţi că: 
a) a) 2 2 ;a bc≥  

b) 
2
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c
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a
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c
BP BC

b c
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c) 
( )
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bc b c
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a b c

−
= ⋅
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= ⋅

���� ����
 

 

3.   Se dă mulţimea finită { }1 2 3, , ,......, / 3 *nM x x x x n N= ≥ ⊂ . Se face o partiţie a acestei mulţimi 

în două submulţimi ( )1 2M M M= ∪ astfel încât prima submulţime să conţină două dintre 

elementele mulţimii M , iar cealaltă pe cele ( )2n −  rămase. Mulţimea M  se numeşte 

“articulată” dacă produsul numerelor din prima submulţime este egal cu suma numerelor din 
cea de-a doua. Demonstraţi că: 
a) Mulţimea { }2,3,6A = este “articulată”; 

b) Mulţimea { }1,2,3,.....,10B =  este “articulată”; 

c) Mulţimea { }1,2,3,.....,13C = nu este “articulată”. 

 
4.  O foaie de hârtie a fost ruptă în 4 sau 7 bucăţi.   Se iau câteva dintre aceste bucăţi şi se rup, 

fiecare, în câte 4 sau 7 bucăţi. Continuând procedeul de câteva ori, Andrei şi Bogdan au 
numărat la final 2010, respectiv 2011 bucăţi de hârtie. Cine poate avea dreptate, Andrei sau 
Bogdan? 

 
 
 

Notă:  Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7. 
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CLASA A X A 

 

 

1.   Demonstraţi că:  

a) 
2

2 3
3

x
x≥ − , pentru orice x ∈� ; 

b) 
1 1 4

x y x y
+ ≥

+
, pentru orice ( )0x, y ,∈ ∞ ; 

c) log 3 log 3 4 log 3a b ab+ ≥  pentru orice , (1, )a b ∈ +∞  

d) Determinaţi numerele 
3

, ,
2

a b
 

∈ +∞ 
 

, dacă 9ab =  şi ( )log 2 3 log (2 3) log 3 log 3a b a ba b− + − ≥ +  

 

2.  La un concurs de atletism participă liceele A, B, C, fiecare liceu cu câte 3 elevi. Punctajul final 
al fiecărui liceu se calculează adunând punctele obţinute de elevii liceului respectiv. Elevului 

sosit pe locul ( )1,9k k = i se acordă 
10

k
 puncte. Juriul concursului a constatat următoarele 

condiţii îndeplinite simultan: 
a) Oricare doi elevi nu au sosit în acelaşi timp; 
b) Primele trei locuri au fost ocupate de elevi de la licee diferite; 
c) Elevii liceului C au sosit unul după altul; 
d) Fiecare elev de la liceul B avea chiar în faţă  sa un elev de la liceul A. 
Care este clasamentul final al celor trei licee în funcţie de punctajul obţinut de fiecare dintre 
ele? 

 

 

3.   Păcală produce vin de tărie P% şi ar putea umple un butoi în P ore. Tândală produce vin de tărie 
T% şi ar putea umple acelaşi butoi în T ore. Lucrând împreuna ei umplu butoiul în 6 ore. Ce 
tărie va avea vinul obţinut astfel ? 

 
 

4.    Fie ( ): 0,f → ∞�  o funcţie care verifică relaţia ( ) ( ) ( ) 2x y
f x y f x f y

++ ≥ ⋅ ≥ , pentru 

orice ,x y ∈� . Demonstraţi că: 

a) (0) 1f =  ; 

b) )
1

( ) ,
( )

b f x x
f x

− = ∀ ∈� ; 

c) ( ) 2 ,x
f x x= ∈�  

 
Notă:  Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7. 
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CLASA A XI A 

 
1.  Se consideră numerele reale , ,a b c , funcţia :f →� � , ( ) 3 2 3f x x x= + +  şi determinanţii 

1
3 3 3

1 1 1

a b c

a b c

∆ =  şi 

( ) ( ) ( )
2

1 1 1

a b c

f a f b f c

∆ = . Să se demonstreze că: 

a) ( )( )( )( )1 a b b c c a a b c∆ = − − − + + ; 

b) 1 2∆ = ∆ ; 

c) Pentru oricare trei puncte distincte situate pe graficul funcţiei f  şi având coordonatele 
numere întregi,  aria triunghiului cu vârfurile în aceste puncte este un număr natural divizibil 
prin 3. 

2.  Fie matricea 

0 1 0

0 0 1

1 0 0

A

 
 

=  
 
 

 şi 2
3B a I b A c A= ⋅ + ⋅ + ⋅ , , ,a b c ∈� . 

a) Calculaţi 3A ; 
b) Demonstraţi că A  este inversabilă şi calculaţi 1A− ; 
c) Demonstraţi că ( ) det 0a b c B+ + ⋅ ≥ , pentru orice , ,a b c ∈� , folosind, eventual, 

 proprietăţile determinanţilor pentru a calcula det B. 
 

3.   Fie :f →� �  o funcţie care pentru orice x ∈�  verifică ( ) 2cos 2x
x f x x− + ≤ .  

Demonstraţi că: 
a) ( )0 0f = ; 

b) f  este continuă în 0x = . 

c) Calculaţi 
( )

0
lim
x

f x

x→
. 

4.  Un călător parcurge dus-întors acelaşi traseu de lungime d  în două zile, de fiecare dată în 
acelaşi interval orar, 8–12. În prima zi (la dus) o funcţie continuă şi monotonă 

[ ] [ ]: 8;12 0;f d→  exprimă distanţa parcursă de călător pe traseu iar în doua zi (la întors) o altă 

funcţie continuă şi monotonă [ ] [ ]: 8;12 0;g d→  exprimă distanţa parcursă de călător pe traseu 

în sens invers, până la fiecare moment orar [ ]8;12t ∈  (în care fracţiunile de oră se exprimă 

zecimal). Considerăm funcţia [ ]: 8;12F →� , ( ) ( ) ( )F t f t g t d= + − . 

a) Calculaţi ( )8F  şi ( )12F . 

b) Dacă [ ]0 8;12t ∈  şi ( )0 0F t = , demonstraţi că la momentul 0t  călătorul se află în acelaşi loc 

pe traseu  atât la dus cât şi la întors.  
c) Demonstraţi că există un punct pe traseul parcurs în care călătorul s-a aflat la aceeaşi oră atât 
la dus cât şi la întors. 

 

Notă:  Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7. 
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CLASA A XII A 

 

1.   Considerăm mulţimea { }2 22 2 1G a b | a,b ,a b= + ∈ − =�  

a) Demonstraţi că G este parte stabilă a lui �  în raport cu înmulţirea numerelor reale şi  
că (G, � ) este grup. 
b) Găsiţi trei soluţii ale ecuaţiei x2

 - 2y
2  = 1 în mulţimea numerelor naturale nenule. 

c) Demonstraţi că ecuaţia x2  
- 2y 

2= 1 are o infinitate de soluţii în mulţimea numerelor naturale.  
 

2.  Se consideră funcţiile ( )
2x

f : , f x e
−→ =� �  şi ( ) ( ) ( )

1

x

F x : ,F x f t dt→ = ∫� �  

a) Să se demonstreze că  F este monoton crescătoare. 

b) Calculaţi ( )
1

0
xf x dx∫ . 

c) Calculaţi ( )
1

0
F x dx∫ . 

 

3.  Considerăm polinomul 4 0f ax bx c a,b,c ,a= + + ∈ ≠�  
a) Demonstraţi că f(x) – f(y) se divide cu x - y, pentru orice x, y ,x y∈ ≠� . 
b) Demonstraţi că, dacă f(2) = 0, atunci f(5) ≠ 7. 
c) Dacă ( )1 3f =  şi ( )2 5f = , demonstraţi că  f  nu are rădăcini întregi. 

 

4.  Într-un plan raportat la un sistem ortogonal de axe de coordonate (xOy) se deplasează o furnică 
inteligentă. Ea pleacă din A(1,3) şi merge până în B(2,12) străbătând un drum ce reprezintă 
graficul unei funcţii continue [ ] ( )1 2 0f : , ,→ ∞ . Furnica constată că în orice punct M(x,y) (situat 

pe graficul funcţiei) ar fi ea, diferenţa dintre 
1

3
 din produsul coordonatelor punctului M şi aria 

subgraficului funcţiei f pe [1,x] este egală cu 1. 

a) Demonstraţi că ( )
1

3
xf x − ( )

1

x

f t dt∫ =1, [ ]1, 2x ∈ . 

b) Demonstraţi că f este derivabilă şi că ( ) ( ) [ ]2 , 1,2xf x f x x′ = ∈  

c) Determinaţi funcţia f. 
 

 

 
Notă:  Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7. 

 

 


