CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 18 aprilie 2011

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

CLASAAIX A

1. Trei elevi E1, E2 si E3 1si aleg, in aceasta ordine numerele reale x, y si z, astfel incat sa fie
indeplinite simultan conditiile:
a) x, y §i z, sa fie in progresie geometricd, n aceasta ordine;
b) x,1+ y, z, sa fie In progresie aritmetica, 1n aceasta ordine;
c)x,1+ y,2+ z, sa fie In progresie geometrica, in aceasta ordine;
1°. Si se determine numerele reale X, V,Z.
2°. Care sunt aceste progresii §i ratiile lor ?

2. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, avand catetele de lungimi AB=c, AC=b si
ipotenuzaBC =a,b>c. Daca M,P,N¢e (BC )sunt picioarele inaltimii, bisectoarei respectiv
medianei din varful A, demonstrati ca:

a)a) a’ > 2bc;

b) BM:C—Z-R’ siﬁ: ¢ -BC:
a b+c
— be(b—¢) — . — d* —
¢c) MP=——=-BC si PN =——MP.
a’(b+c) 2bc
3. Se dd multimea finita M ={x,x,,%;,.......x, /n 23} € N*. Se face o partitie a acestei multimi

in doua submultimi (M =M, UM,)astfel incat prima submultime sd contind doud dintre

elementele multimii M , iar cealaltd pe cele (n—2) ramase. Multimea M se numeste

“articulata” daca produsul numerelor din prima submultime este egal cu suma numerelor din
cea de-a doua. Demonstrati ca:

a) Multimea A ={2,3,6} este “articulata”;
b) Multimea B={1,2,3,.....,10} este “articulata”;
¢) Multimea C ={1,2,3,.....,13} nu este “articulatd”.

4. O foaie de hartie a fost ruptd in 4 sau 7 bucdti. Se iau citeva dintre aceste bucati si se rup,
fiecare, in cite 4 sau 7 bucati. Continudnd procedeul de cateva ori, Andrei si Bogdan au
numarat la final 2010, respectiv 2011 bucati de hartie. Cine poate avea dreptate, Andrei sau
Bogdan?

Notda: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.

MaST Networking, caltate n dezvoltarea competenfelor cheie de matematica, stiinte si tehnologi
I9J Céiléragi, ISJ Cluj, ISJ lasi, ISJ Sibiu, I§J Mehedinfj

x'l A
[ l.j L

NETWORKING



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 18 aprilie 2011

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

CLASAAXA

1. Demonstrati ca:
x2
a) 3 =>2x—3, pentru orice xe R;

o Lels
X y X+y

¢) log, 3+log, 3=4log,, 3 pentru orice a,be (1,4)

, pentru orice x,ye (0,00);

d) Determinati numerele a,be (%,+ooj, dacd ab=9 si log, (2a—3)+log,(2b—3) 2log, 3+log, 3

2. La un concurs de atletism participa liceele A, B, C, fiecare liceu cu cate 3 elevi. Punctajul final
al fiecarui liceu se calculeazd adunind punctele obtinute de elevii liceului respectiv. Elevului

. —\. . 10 . . <
sosit pe locul k(k:1,9)1 se acorda rn puncte. Juriul concursului a constatat urmatoarele

conditii Tndeplinite simultan:

a) Oricare doi elevi nu au sosit in acelasi timp;

b) Primele trei locuri au fost ocupate de elevi de la licee diferite;

c¢) Elevii liceului C au sosit unul dupa altul;

d) Fiecare elev de la liceul B avea chiar 1n fatd sa un elev de la liceul A.

Care este clasamentul final al celor trei licee in functie de punctajul obtinut de fiecare dintre
ele?

3. Picald produce vin de tdrie P% si ar putea umple un butoi in P ore. Tandald produce vin de tarie
T% si ar putea umple acelasi butoi In T ore. Lucrand Tmpreuna ei umplu butoiul Tn 6 ore. Ce
tarie va avea vinul obtinut astfel ?

4. Fie f:R —(0,00) o functie care verifica relatia f(x+y)> f(x)- f(y)>2""", pentru

orice x, y€ R Demonstrati ca:
a) f(O)=1;
1
b) b) f(—x)=——,Vxe R;
) f(x)

c) f(x)=2",xeR

Notda: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA AXIA
Se considerd numerele reale a, b, ¢, functia f :R >R, f (x) =x +2x+3 si determinantii
1 1 1 1 1 1
Al=la b c|siA=| a b ¢ |.Sa se demonstreze ca:
a b fa) f() f(c)
&) A, =(a=b)(b=c)(c—a)(a+b+c);
b) A =A,;

c) Pentru oricare trei puncte distincte situate pe graficul functiei f si avind coordonatele

numere intregi, aria triunghiului cu varfurile In aceste puncte este un numadr natural divizibil
prin 3.

si B:a-I3+b-A+c-A2, a, b, ceR.

S O =
oS = O

0
Fie matricea A=| 0
1

a) Calculati A*;
b) Demonstrati ci A este inversabild si calculati A™;
c¢) Demonstrati ca (a +b+c) -det B =0, pentru orice a, b, ce R, folosind, eventual,

proprietitile determinantilor pentru a calcula det B.

Fie f:R — R o functie care pentru orice xe R verificd [cosx—2" + f (x)‘ <x’.
Demonstrati ca:

a) f(0)=

b) f este continudin x=0.

c) Calculati lim / (x) .

x—0 X

Un célator parcurge dus-intors acelasi traseu de lungime d in doud zile, de fiecare datd in
acelasi interval orar, 8-12. In prima zi (la dus) o functie continud §i monotona

f :[8;12] - [O;d ] exprima distanta parcursa de céldtor pe traseu iar in doua zi (la intors) o alta
functie continua §i monotona g :[8;12] - [O;d ] exprima distanta parcursd de calator pe traseu
in sens invers, pana la fiecare moment orar f€ [8;12] (in care fractiunile de ord se exprima
zecimal). Considerdm functia F:[8;12] >R, F(r)= f(¢t)+g(1)-d.

a) Calculati F(8) si F(12).

b) Daci 1, € [8;12] si F(t,)=0, demonstrati cd la momentul #, cilatorul se afla in acelasi loc

pe traseu atat la dus cat si la Intors.
c) Demonstrati cd existd un punct pe traseul parcurs 1n care calatorul s-a aflat la aceeasi ora atat
la dus cat si la intors.

Notda: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA AXITA

1. Consideraim multimea G = {a +b\2la,be Z,a> —2b* = 1}

a) Demonstrati ca G este parte stabild a lui R 1n raport cu inmultirea numerelor reale si

cd (G, o) este grup.

b) Gasiti trei solutii ale ecuatiei x*-2y° =11 multimea numerelor naturale nenule.

c) Demonstrati cd ecuatia x* - 2y?=1 are o infinitate de solutii Tn multimea numerelor naturale.

2. Se considera functiile f:R >R, f(x)=e¢™ si F(x):R—>R,F(x)= J.le(t)dt
a) Sa se demonstreze cd F este monoton crescatoare.

b) Calculati [/ xf (x)dx.

¢) Calculati J.(iF (x)dx .

3. Considerim polinomul f =ax* +bx+ca,b,ce Z,a#0
a) Demonstrati ca f(x) — f(y) se divide cu x - y, pentru orice x,ye Z,x# y .
b) Demonstrati ca, daca f(2) = 0, atunci f(5) # 7.
c)Dacd f(1)=3 si f(2)=5, demonstrati cd f nu are radacini intregi.

4. Intr-un plan raportat la un sistem ortogonal de axe de coordonate (xOy) se deplaseazi o furnic
inteligenta. Ea pleacd din A(1,3) si merge pand in B(2,12) strabatdnd un drum ce reprezinta
graficul unei functii continue f :[1,2] = (0,c0). Furnica constata ca in orice punct M(x,y) (situat

pe graficul functiei) ar fi ea, diferenta dintre % din produsul coordonatelor punctului M si aria
subgraficului functiei f pe [1,x] este egala cu 1.

| x
a) Demonstrati cd gxf(x)— J.l f(t)dr=1, xe[L,2].

b) Demonstrati ¢ f este derivabild si cd xf”(x)=2f(x),xe[L2]

c¢) Determinati functia f.

Notda: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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